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Beispiel: Studie zur Leseforderung

@ ZielgroBe: Verbesserung der Lesefdhigkeit
@ EinflussgroBen: spezielle Férderung
@ StorgroBe: Ausgangsniveau

@ Problem: Versuch wurde klassenweise durchgefiihrt

Voraussetzung der Unabhingigkeit der Storterme nicht erfiillt
(Cluster Daten)

Abhilfe: Einfiihrung eines Klasseneffekts
Problem: Zu viele Parameter
Abhilfe: Klasseneffekt wird als zufdlliger Effekt eingefiihrt.
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0 Das gemischte lineare Regressionsmodell (,,Linear mixed

Model*)

Das Modell mit einem einfachen zufalligen Effekt
(Varianzkomponenten-Modell, Random - Intercept Modell)

Wir betrachten gruppierte Daten mit Gruppenindex i:

Yi = xgB+vite i=1,....8 j=1,.

e ~ N(0,0%1)
i~ N(O7U'2y)
~; und € unabhangig

~vi: Zufdllige Effekte (Random Intercept)
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Das marginale Modell

Das obige Modell kann umgeformt werden zu dem marginalen Modell

Y, = x,{jﬁ + 0jj (10.4)
0 = €+ (10.5)
Var(6;) = o> +o02 (10.6)
COV(5i1j175i1j2) = U'2y (10'7)
cov(0ij,,0pj) = Ofiirip #ip (10.8)
Darstellung als allgemeines lineares Modell:
Y = XB+94
§ ~ N(0,0% + diag[o?ee]])
ei := 1-Vektor der Lange n;
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Einsetzen ergibt:

Yij = Po+ B (i) + B2 - tij + B3 - Im(i) - tig + Y0i + 717 -

Annahme :

Yo; und ~q; zuféllige Effekte,

Alle «; sind unabhingig, und v4; ~ N(0,G),i=1,...,g,

G ist die Kovarianzmatrix der zufilligen Effekte innerhalb einer Einheit.
b1 und B5: eigentlich interessierende Populationseffekte
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Das Modell mit allgemeinen zufdlligen Effekten

Beispiel: Patienten mit extremem Ubergewicht

@ ZielgroBe: Gewichtsentwicklung (in nur unregelmiBigen Abstanden
erhoben)

@ EinflussgroBen: Geschlecht, Art der Intervention

Zweistufiges Modell mit individuellem linearem Trend, dessen Steigung
vom Geschlecht (Indikator /,,) abhingt

Yi = Boi+ Buiti+ej
Boi = Po+ P Im(i)
Bii = Po+ Bz In(i)
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Ein hierarchisches Modell fiir longitudinale Daten Stufe 1

Sei Y; = (Y1, Yi2,..., Yin,) der Vektor der wiederholten Messungen fiir
das i-te Subjekt zu den Zeiten tj;,j =1,...,n;, firi=1,...,g.

Yi = ZiBi +e¢i (10.9)

@ Z; eine (n; x q)-Matrix bekannter Kovariablen, die modelieren,
wie sich die ZielgroBe fiir das i-te Subjekt liber die Zeit verhilt

@ f; ein g-dimensionaler Vektor unbekannter subjektspezifischer
Regressionskoeffizienten

@ &; ein n;-dimensionaler Vektor mit Residuen fiir das i-te Individuum

@ Annahme:
Alle g; sind unabhingig und g; ~ N(0,%;),i=1,..., N,
2 ; unbekannte Kovarianzmatrix.
(Meist Zusatzannahme: X; hangt von i nur iiber n; ab.)
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Ein hierarchisches Modell fiir longitudinale Daten Stufe 2

Ein lineares Modell fiir die subjektspezifischen Regressionskoeffizienten §;:

Bi = KiB +1i (10.10)

@ K; eine (g x p)-Matrix bekannter Kovariablen
@ [ ein p-dimensionaler Vektor unbekannter Regressionsparameter

@ Annahme:
Alle «; sind unabhiangig, und v4; ~ N(0,G),i =1,...,g,
G unbekannte Kovarianzmatrix.
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Das lineare gemischte Modell (LMM) in
allgemeiner Darstellung

Y = XB+Zy+e (10.13)
y 0 G 0
(2) = (o) (T 7)) oo
Xund Z : feste bekannte Designmatrizen

Vektor der festen Effekte

Vektor der zufilligen Effekte
Kovarianzmatrix der Stérterme
Kovarianzmatrix der zufélligen Effekte

O V=2 ™
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Das lineare gemischte Modell fiir longitudinale Daten

Substitution von (10.10) in (10.9) ergibt

Yi = XiB+ Znyi +€i (10.11)

mit X; = Z;K;, das lineare gemischte Modell mit fixed effects (festen
Effekten) B und random effects (Zufallseffekten) «;.

Annahme:
Yi ~ N(O, G),é‘,’ ~ N(O, Z,) \/, ~ N(X,',B,Z,‘GZI-/ + Z,)
M,---,Yg€1,---,Eg Unabhdngig. (marginales Modell)
(10.12)
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Bemerkungen:

Das obige Modell ist sehr flexibel und enthilt als Spezialfille das
gemischte Modell fiir Longitudinaldaten und das
Varianzkomponenten-Modell.

Im Modell fiir Longitudinaldaten gilt:
R = diag(%))
Im Varianzkomponentenmodell gilt:
g
R = o°I( Dimension: Anzahl BeobachtungenZn,-)

i=1
G = a%l( Dimension: g )
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Marginales und bedingtes (conditionales) Modell Inferenz im gemischten linearen Modell |

Marginales Modell: Die Inferenz erfolgt zunichst mit Hilfe des marginalen Modells:
Y = X 10.1
B+o (10.15) Sei ¥ ein Vektor aller Parameter, die in G und R vorkommen.
0 = Zy+e (10.16)
§ ~ N(O,R+ZGZ') (10.17) ¥ und 8 konnen nach der Maximum - Likelihood Methode geschatzt
werden:
Als Log-Likelihood ergibt sich (von additiven Konstanten abgesehen):
Bedingtes Modell: 1
1(8,9) = > (In V)| + (Y = XB)VI@)(Y — XB))  (10.20)
Yy ~ NXB+Z7R) (10.18) :
7o~ NOG) (10.19) wobei V = ZG(9)Z' + R(¥).
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Inferenz im gemischten linearen Modell |1 ML und REML-Schéatzer

Ist ¥ bekannt, so ist der MLE von 8 bedingt auf 9 (gewichteter

KQ-Schitzer:) Maximieren von (10.22) beziiglich ¥ liefert ML-Schatzer.

Da dieser nicht erwartungstreu ist, verwendet man hiufig den

a -1 sogenannten restringierten ML-Schatzer:
A®) = (X’V(ﬂ)*lx> X'VI®)Y. (10.21) g g
Dieser maximiert
1
Lr(®) = I(¥) — =In|X'V(9) "X 10.23
Einsetzen liefert die Profil-Log-Likelihood: r(9) () 2 d ¥) | ( )
1 _ Im einfachen linearen Modell entspricht der REML-Schatzer dem
I¥)=—-=(In|V — X Avas — X 10.22 P
(9) 2 ( V@) +(¥Y B(9)) @)Y 5(19))) (10.22) erwartungstreuen Schitzer von o2.
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Inferenz beziiglich von 3 im linearen gemischten Modell

Unter dem marginalen Modell (10.11) und bedingt auf 9 folgt 3('19) einer

multivariaten Normalverteilung mit Erwartungswert 8 und Kovarianzmatrix

~

var(B) = (X'vix)! (10.24)

~

Da V unbekannt ist, wird es durch den (RE)ML-Schatzer V(1) ersetzt.

Zur Konstruktion von Konfidenzintervallen und entsprechenden Tests nimmt
man an, dass 8 asymptotisch normalverteilt ist. Fiir spezielle Modelle ist dies
bewiesen, aber eine allgemeingiiltige asymptotische Normalverteilungsaussage
ist nicht nachgewiesen.

Da die Varianzmatrix V nur geschatzt wird, werden in der Praxis deshalb haufig
approximative t-Tests und entsprechende Konfidenzintervalle benutzt, die die
Verteilung von (3; — f3;)/s%.(B;) durch eine t-Verteilung approximieren und die
zugehorigen Freiheitsgrade geeignet schitzen.
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