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Quadratsummenzerlegung

Gegeben sei das Modell (2.1) mit Design-Matrix X und
rg(X)=p+1=:p. (3.1)

Dann gilt:

(Y=Y)V(Y=Y) = (Y=-Y)(Y=-YV)+(Y=-Y)(Y-Y) (32)
SST SSE SSM

Interpretation:

SST : Gesamt-Streuung, (korrigierte) Gesamt-Quadratsumme, “Total”
SSE . Fehler-Quadratsumme, “Error”
SSM : Modell-Quadratsumme, “Model”
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Zerlegung ohne Absolutglied

Die Zerlegung (3.2) setzt ein Absolutglied in der Regression voraus.

Weitere Zerlegung, die nicht notwendig ein Absolutglied in der Regression

voraussetzt:
/ - IR VAY Y, VA Y
Y'Y = gY Y)V(Y YZ+ Y'Y (3.3)
SST* SSE SSM*
SST* . nicht korrigierte Gesamt-Quadratsumme )
Erfasst auch Abweichungen von Y = 0 und nicht nur von Y.
SSE . Fehler-Quadratsumme, wie bei (3.2)
SSM* . nicht korrigierte Modell-Quadratsumme
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.3)

Y'Y = Y'IY
=Y'(Q+P)Y
—Y'QY + Y'PY
—Y'QQY + Y'PPY
— e+ Y'Y ged

P und Q Projektionsmatrizen.
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.2) |

Wir definieren:
P.=e(e'e) e, Qe=1—Pemit e=(1,1,...,1)". (3.4)
P. entspricht der Regression auf eine Konstante (E(Y) = So)

P.Y= Y (. Mittelwert bilden*)
ReY = Y =Y (,Mittelwertsbereinigung")

(Y =Y)Y(Y =Y)=Y'Q.Q.Y = Y'Q.Y
= Y'Qe(Q+P)Y = Y'QeQY + Y Q.PY
(+)
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.2) II

(¥) QeQY = Q€ =é=QY
/]\
,Residuen haben Mittelwert 0"
(*) QePAQePY — QePQeY Qe ( V)
:QePY_QePV —Qey Qey Qe —0
/I\

»Regression auf Y und Y liefert Identitit”

(Y =Y)Y(Y =Y)=Y'Q.Q.Y =Y'Q.Y
= Y'Qe(Q+P)Y =Y QeQY + Y Q.PY

vy + Y Q.PQ.PY

— &6+ Y'P'Q.PY
=(Y-Y)(Y-Y)
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Erwartungswerte der Quadratsummen

Wir betrachten das multiple Regressionsmodell (2.1) mit (2.2) bis (2.4)
und

P.=e(e'e) e, Qe=1I—Pemit e=(1,1,...,1)"

Dann gilt fiir die Erwartungswerte der Quadratsummen:

E(SST')=E(Y'Y) = o°n+8X'X83 (3.5)
E(SST)=E(Y -Y)(Y=Y) = o (n—1)+ ' (QX)'(QeX)S (3.6)
E(SSE)=E(&'¢8) = o°(n—p) (3.7)
E(SSM*)=E(Y'Y) = o°p +8'X'X3 (3.8)
E(SSM)=E(Y - Y)(Y-Y) = o’p+8(QX)(QX)8 (3.9
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Bemerkungen

© Die stochastischen Eigenschaften der Quadratsummen werden zur
Konstruktion von Tests beziiglich 8 genutzt

Q 5:O:>E(Y’Y):02n
Q 51,..8,=0= E(S5M) =o?%p

Zum Nachweis von 3. benutzt man, dass Q. der
» Mittelwertsbereinigungs- Operator" ist:

RQex = (I — Pe)x =x—X

Die erste Spalte von Q.X ist also der Nullvektor.
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Beweisidee

Allgemein berechnet man den Erwartungswert von quadratischen Formen
wie folgt:

n n

E(yiay) = E Ziaym Zzzn:aijE(Yi\G)

i=1 j=1 i=1 j=1

= D Y aE(YDE(Y) + )Y ayCov(Yi, V)

= E_(Y)_’AE(Y)+5P(AV(Y—)) _

V(Y) := Varianz-Kovarianzmatrix von Y

Unter Benutzung von Sp(AV(Y)) = sp(A) * 02 = rang(A) * o2 fiir
Projektionsmatrizen erhalt man obige Identitaten.
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Mittlere Quadratsummen

Wir definieren entsprechend der Zahl der Freiheitsgrade die mittleren

Quadratsummen:

Lineare Modelle

SoSe 2014

MST™

MST

MSE

MSM*

MSM

SST™

n
SST
n—1

SSE
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(3.10)
(3.11)

(3.12)
(3.13)

(3.14)
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Verteilungsdefinitionen

Normalverteilung

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor Z heiBt multivariat normalverteilt,
falls fiir seine Dichtefunktion gilt:

! e —l(z— )
Vdet X\/(2m)" A8 PR

mit positiv definiter, symmetrischer Matrix .

f,(z) = 'Yz — ) (3.15)

Bezeichnung: Z ~ N,(u, X)
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Eigenschaften der Normalverteilung

Ist Z ~ N,(u, ), so gilt:

© Momente:
E(Z) =
V(Z) = X

© Lineare Transformationen:
Ist A: R"” — R™ eine lineare Tranformation mit rg(A) = m

— AZ ~ Np(Ap, AZA) (3.16)

© Orthogonale Transformation in unabhingige Komponenten
(Spektralzerlegung)
Es existiert eine Matrix T € R"™" mit T'T = | und
TXT' = diag (A1,...,An), so dass

TZ ~ No(Tp, diag (M1,...,\n)) gilt. (3.17)
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Chi-Quadrat-Verteilung |

Ist Z ~ N,(u, ) so heiBt X = Z'Z (nicht-zentral) Chi-Quadrat-verteilt.

Bezeichnung;: X ~ x%(n, )

n Zahl der Freiheitsgrade
0 := p'p: Nichtzentralitatsparameter

Im Fall § = 0 erhilt man die zentrale x?(n)-Verteilung.
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Chi-Quadrat-Verteilung |l

Eigenschaften: Ist X ~ x?(n, d), so gilt:
© Momente:

E(X) = n+9d
V(X) = 2n+49

O Aligemeiner Bezug zur Normalverteilung

Z ~ Np(p, X) — Z'Y 1 Z ~ P (n, )T ) (3.18)
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t-Verteilung

Seien Z und W voneinander unabhiangige ZufallsgroBen mit

Z ~ N(6,1),
W ~ x?(n).

Dann heiBt X = —<_ (nicht-zentral) t-verteilt.

w

n

Bezeichnung: X ~ t(n,d)
n: Zahl der Freiheitsgrade,
0:  Nicht-Zentralitatsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ t(n,d),so gilt:

E(X) = 5@*22? fiir n > 1.
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F-Verteilung

Seien Wi und W, voneinander unabhangige ZufallsgroBen mit

Wl ~ Xz(nlaé)
Wo ~ x*(m)

Dann heift X = %;Z; (nicht-zentral) F-verteilt.

Bezeichnung: X ~ F(ny, ny,9)
ni:  Zahlerfreiheitsgrade
ny:  Nennerfreiheitsgrade
0: Nichtzentralitatsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ F(ny, n2,6), so gilt:

E(X) = —2

n2—2
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Unabhdngigkeit von Quadratsummen (Satz von Cochran)

Sei Z ~ N(u, 1), dim Z = n,
A€ R™N A=A rg(A)=r, A2 = A,
BeR™ B2=B, B=8,

Ce R,
Dann gilt:
Z'AZ ~ x2(r, i Ap) (3.21)
CA=0 =— (Zund Z'AZ sind unabh. (3.22)
AB=0 — Z'AZund Z'BZ sind unabh. (3.23)
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Beweis von (3.21)

Spektralzerlegung von A (3.17)
A=TXT

COE

da A2=A

= Z'AZ=2'TEXT'Z
Var(T'Z) = T'IT = |

= Z'AZ = 7Y 7 =51 22 ~ x3(r, i) Ap)
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Beweis von (3.22) und (3.23)

Cov(CZ,Z'A) = CCov(Z,Z')A= CA=0

Damit sind CZ und Z’A unabhingig (NV-Annahme!)
= CZ und (Z'A)(Z'A) = Z'AZ unabh.

ged
Cov(AZ,Z'B) = ACov(Z,Z')B=AB =0
Damit sind AZ und Z’B unabhingig (NV-Annahme!)
= (AZ)(AZ) = Z'AZ und (Z'B)(Z'B)" = Z'BZ unabh.
ged
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Verteilung des KQ-Schatzers unter Normalverteilung

Sei multiples Regressionsmodell (2.1) mit (2.5) und rg(X) = p’ gegeben.
Fiir den KQ-Schatzer 3 gilt:

B~ N(B,o*(X'X)) (3.24)
Y, = &(X'X)! (3.25)
/ 6-2 2 /
(n=p)— ~ x(n-p) (3.26)
6 und B sind unabhingig (3.27)
33/( = Ckké\', (328)
(Ckk entspr. Diagonalelement von (X'X)™1)
Bk: Be t(n—p’,0) (3.29)
9B
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Beweis

(3.24) (Normalverteilung von j3) folgt aus Eigenschaften der NV (3.16)

(3.26) folgt aus (3.21), da 62 = n_lp, g = n_lp, Y'QY
rg(Q) = sp(Q)

(3.27) folgt aus (3.22):
Cc RP*" CA=0= CZ und Z'AZ sind unabh.
mit

C=X'X)"'X', Ai=Q, Z:=Y
CA=(X'X)"'X'Q=(X'X)"X'(I - P) =
(X' X)X — (X' X)X X(X' X)X =0.
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Overall-Tests

Sei Modell (2.1) mit (2.5) und rg(X) = p’ gegeben. Dann gilt fiir die
mittlere Quadratsummen:

MSM

Fo= ——r
° = MSE

~ F(p,n—p, 0728 (QX)(Q:X)3) (3.30)

(3.30) folgt aus (3.21) und (3.23) mit

MSM = SSM/p=Y'(P—P.)Y/p
MSE = SSE/(n—p')=Y'QY/(n—p')
QP-P.) = QP—QP.=0

Die Verteilung wird zur Konstruktion des folgenden Tests benutzt:

Hg:51:52:---:5p20
Lehne H? ab, falls
Fo > Fi_o(p,n—p") (3.31)
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Overall Test mit 5, =0

~ MSM*

F& = ~ F(p',n—p 028 (X'X 32
5= e (Pin—p 0 ?F(X'X)B)  (332)
HOC)*/B():B]-::/BPIO
Lehne HY* ab, falls

Fo > Fia(p',n—p') (3-33)

Fi_o(p,n—p"): (1 — «)-Quantil der zentralen F(p,n — p’)-Verteilung.

Dieser Test wird nur in Ausnahmefallen angewendet.
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Lineare Hypothesen

Es sollen Hypothesen, die sich mit Hilfe linearer Transformationen von (3
darstellen lassen, betrachtet werden:

Ae R e R2

AB =c mit rg(A) = a

Beispiele:
p:251:62 — A:(O 1 —1),C:O
0 0 01O
0 01 0O 3
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Allgemeine lineare Hypothese, Wald-Test

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R***', rg(A) = a,c € R?
gegeben.

V(AB—¢c) = o AX'X) A (3.34)

SSH = (AB— <o) (AX'X)'A)Y AL - ¢) (3.35)

0 °SSH ~ x*(a,0 *(AB — ) (A(X'X)TA) HAB — ¢)) (3.36)

MSH = S*ZH (3.37)
MSH

e~ Fla,n—po (A8 — ) (AX'X) T A) T (AB - ©)) (3.38)

SSH: Quadratsumme, die die Abweichung von der Hypothese A = ¢
beschreibt.

Test nach Wald: Hy : A8 = c. Lehne Hy ab, falls:

TF = MSH/MSE > F;_,(a,n—p") (3.39)
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Overall-Test und zweiseitiger t-Test

Die Overall-Tests aus (3.31) und (3.33) sind spezielle Wald-Tests.
Nachweis von (3.33) erfolgt direkt, da hier A = I ist.

Der Nachweis von (3.31) erfolgt spater.

Der mit Hilfe von (3.29) konstruierte zweiseitige Test auf 8, = 3} ist
ebenfalls ein Wald-Test.

Der Nachweis erfolgt direkt unter Benutzung von A= (0---1---0)
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Lineare Hypothese und Modell mit Restriktion

Wir betrachten das lineare Modell mit der linearen Restriktion A5 = c.
Alle Schatzungen aus diesem Modell werden mit = gekennzeichnet.

Wir l6sen das Minimierungsproblem:
(y — XB)(y — XB) — min unter AB=c
mit der Lagrange-Methode:

S(B,A) =(y = XB)' (Y = XB) + 2N (A8 — ¢)

A ist der Vektor der Lagrange-Multiplikationen.
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Berechnung der Losung

0S

op
dS

O\

A'\

(X'X)"TA' X

= AX'X)TAA
= A

(+) = 3

w

Lineare Modelle SoSe 2014

O

— 0@ —2X'Y 4+ 2X'XB 4+ 2AA =0

= 0« Aé =C

— XY —X'XB |- (X'X)

= G5 [-A®)

— AB\ —C (AB = ¢)

= (AX'X)"TA)YAB - o)

= B — (X'X)TATAX'X)TATY(AB - <)
= (X'X)TAAX'X) A Y(AB - ©)
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Darstellung von SSH

Y = XB=V - Xw
g = Y—\AA/zsA—I—XW
=8 = e+ wX Xw (da X'&=0)
= e+ (AB—)[AX'X)TATYHAB - )
= SSH = ¢&é—¢¢

Damit haben wir eine andere Moglichkeit, SSH aus den
Residuenquadratsummen zu berechnen.
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Lineare Hypothese (alternative Durchfiihrung)

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R?*P" rg(A) = a,c € R?
gegeben.

H() : Aﬁ = C
Berechne SSE des Modells und des Modells unter Hy:

SSE = ¢&¢
SSE(Hy) = ¢&'¢ (3.40)
SSH = SSE(Hy)— SSE (3.41)
MSH = SSH/a
SSE(Hy) — SSE)/a
TF = MSH/MSE = ( SéE/zn — p’))/ (3.42)
TF ~ F(a,n—p’) unter Hy (3.43)

Das Vorgehen entspricht dem Wald- Test (3.39).
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Spezialfall: Overall - Test

Overall- Test

HY 1 =B=...=B,=0

Das Modell unter Hy ist y = (g

SSE(Hy) = (Y —Bo)(Y — o) = SST
SSH = SSE(H,)— SSE = S5M

Damit entspricht hier der Wald -Test dem Test (3.31)
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Weglassen von Einflussgrof3en

Lineare Hypothese:

Ho: Bk =Bks1=...=Bp =0

Das Modell unter Hp ist M1:

y =080+ Bix1+ ...+ Brk—1Xk—1

SSE(Hy) = SSE(M1)
SSH = SSE(M1)— SSE

Vergleich der SSE der beiden Modelle.
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Welche Faktoren stehen in Zusammenhang
mit den Fehlern bei einem Lesetest

Beispiel:

Daten von Christa Kieferle (Padagogik, LMU)
Daten von 180 Kindern aus den 8 Klassen (3. und 4. Klassen
Grundschule)

ZielgroBe:
Anzahl der Fehler bei einem Lesetest

potentielle EinflussgroBen:
Geschlecht, Jahrgang, Leseférderzeit, sonstiges lesen (1= oft,.. b= fast
nie), Gameboy (1= oft,.. 5= fast nie), Jahrgang.
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Modell

Y = Bg+ B1% GE + Box JG+ B3 x LZ + B4« WOL+ Bs x WOG + B x WOTV

Y: Anzahl der Fehler

GE: Indikator fiir mannlich (= 1 fiir mannlich, 0 sonst)

JG: Indikator fiir Klassenstufe (=1 fiir 3. Klasse, 0 fiir 4.Klasse)
LZ: Lesezeit in der Schule

WOL.: Wie oft wird sonst gelesen
WOG: Wie oft wird Gameboy gespielt
WOTV: Wieoft TV

Interpretation der Parameter, z.B (31 : Geschlechtsunterschied

Annahme: Bei WOL ist der durchschnittliche Unterschied in der
Fehlerzahl zwischen den Stufen 1-5 gleich groB (Anderung um 1
entspricht 5,
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Auswertung

© Schitzung des Gesamtmodells

@ Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Variablen WOL, WOG,
WOTV und Y 7

© Ist der Einfluss von WOG und WOTYV auf die Fehlerzahl gleich ?

© Gibt es einen Zusammenhang von Lesezeit und WOL und der
Fehlerzahl 7

© Wie l3sst die Assoziation zur Lesezeit quantifizieren?

Fragen 2-4 lassen sich als lineare Hypothesen in dem Modell formulieren.
Fragen 1 und 5 betreffen die Schatzung des Modells.
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Reparametrisierung des Modells unter linearer Restriktion

Wir betrachten das Modell (2.1) mit (2.5) unter der linearen Restriktion
AB =c mit Ae R?*P [rg(A) = a,c € R?.

Dann gibt es Matrizen B € RP'*(P'=3) ynd d € RP" mit:

V. = Zy+e (3.44)
V. = Y —-Xd (3.45)
Z = XB (3.46)

Das Modell ist das reparametrisierte Modell mit:

ZielgroBe: V=Y—-XdeR"

Design-Matrix: Z, Z € R™<(P'=a). rg7 — p/ — 4

Parameter: v € RP'—a

Storterm : e stimmt mit dem aus dem Grundmodell liberein!
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Zusammenhang Reparametrisierung und Modell
unter linearer Restriktion

Es gilt:

O
|

BY +d (3.47)
SSH = &é—¢'¢ (3.48)

KQ-Schatzer unter Restriktion A5 = ¢
KQ-Schatzer aus Modell (3.44)

Residuenvektor aus Modell (3.44) =
Residuenvektor aus KQ-Schatzung unter Restriktion.

mit

M>> 2> T
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ML-Schatzung

Die maximierte Likelihood des Modells ist:

N a2
(27_‘_)—n/2 . 6-—17 . exp |:_ Z 2861.2:|

=1

Es folgt (siehe Nachweis ML = KQ aus Kapitel 1)

n2
5 = an" (3.49)
MaxL = C%6" = Cx(SSE/n){"/?) (3.50)
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Likelihood Quotienten-Test

Grundidee des Likelihood-Quotienten-Tests:
Vergleiche (Bilde den Quotienten) maximierte Likelihood des Modells
unter Hy mit maximierter Likelihood ohne Hj

Wir betrachten also den ML - Schatzer mit und ohne die Restriktion
AB = c:

£ . Residuen unter dem Modell mit Ho

£ : Residuen unter dem Modell ohne Einschrankung

Die LQ- Teststatistik lautet dann:

AN\ —N é’é —n/2
o
TLQ = (6) = <é’é‘> (3.51)
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Wald-Test ist Likelihood-Quotienten-Test

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R?*P" rg(A) = a,c € R?
gegeben.

Hy : AB = c gegen Hy : AB # ¢

Dann ist der Wald-Test zu dem Likelihood-Quotienten-Test dquivalent,

d. h. :
Die TestgroBe des LQ-Tests ist eine streng monotone Funktion der

TestgroBe des Wald-Tests:

MSH]

g streng monoton
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Beweis

Damit ist 7. eine monotone Funktion der TestgroBe des Wald- Tests:

MSH (8é—¢'8)/a
— = =T
MSE  &¢/(n—p’') W
—n/2
= |[Tw - +1 =TLQ
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Sequentielle und Partielle Quadratsummen

Gegeben sei das Modell (2.1). Wir betrachten nun Teilmodelle, die durch
Nullrestriktionen von Komponenten des Vektors 5 entstehen und deren
Residuenquadratsummen.

R(Bii,- .., BilBp, ..., By) = SSH = SSE(M1) — SSE(M2)  (3.53)

M2: Modell, das die Parameter (i1, . .., Bi, Bj1, . . ., Bj enthalt.
M1: Modell, das die Parameter 31, ..., 8 enthalt.

SSH: Hypothesenquadratsumme zur Hypothese
(Bi1 = ... = Bik =0) im Modell M2.
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Partielle Quadratsummen

Die zu der Hypothese 3; = 0 gehoérigen Quadratsummen bzgl. des
Gesamtmodells heiBen partielle Quadratsummen:

R(Bi|Bos - - - Bi—1, Bit1s---,Bp) = SSE(M_;) — SSE (3.54)
M_,: Modell mit 3, = 0.

Beachte: Die partiellen Quadratsummen fiihren im Allgemeinen zu keiner
Zerlegung von SST, d.h.

p
SST # Y R(B«lBo,-- - B—1, Bs1, - - -, Bp) + SSE (3.55)
k=1
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Sequentielle Quadratsummen

Wir betrachten die Folge von Modellen:

Mo - Y =00+¢
M : Y = B0+ Pixy +¢
M, - Y =XB+c¢

R(Bk|Bo, - - -+ Bk—1) = SSE(Mk_1) — SSE(Mj)

heiBen sequentielle Quadratsummen und es gilt:

p
SST = R(B«lBo; - - B—1) + SSE
k=1
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Bereinigung

Wir betrachten folgende Zerlegung des Modells (2.1):

Y = XB+c¢ (3.61)

Y = (X1 X)(B155) +e= X1+ XoBo+e  (3.62)

B o= (XXX = (B, By) (3.63)

Q = | —X(XX) X, (3.64)

Y* = QY (3.65)

X = QX (3.66)

— A o= O¢X) XY (3.67)

Y™, X{" : von X, bereinigte Variablen
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Beweis von (3.67) |

Y =Xip1 + X8 +¢ X = (Xl Xz) 5

()
B2
KQ: i i

Y = X181+ Xo82 + €

Q=1—P,=1—-X(X5X)"1X}

Es gilt: Q= —P)(/—P)=1—Py—P+P,P=1—P=0Q
N~~~
P>

(Residuen von Regression auf (Y7 Y2) und Residuen bzgl. Y3)

Analog: Q@ = @
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Beweis von (3.67) Ii

QY = QXifi+ Q@Xofs+ Qf
Ny N
0 QY
N——
Q
= QY = QXifi+¢
Y* = X[pi+é Bereinigte Variablen

X2 = (QX1) e =X @QE=XE=0

= [ ist KQ-Losung der Regression von Y* auf X*.
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Beispiele zur Bereinigung

Mittelwerts-Bereinigung beim einfachen linearen Regressionsmodell

Xo = (1...1)

X1 = (X1 .. .Xn)/

Y* = Y_j

X{ = x—X
(X/*X*)—IX/* | SX—ZSXy

Geschlechtseffekt, Trendbereinigung
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Zusammenhang zwischen Fehleranzahl bei

Beispiel:
P Test zu starken Verben
ZielgroBe : Anzahl der Fehler bei Test
EinflussgroBen :  Geschlecht Alter Leseverhalten, Fernsehverhalten, etc.

Regression auf bindre Variable Geschlecht entspricht
Mittelwertsschatzung

Bereinigung nach Geschlecht: Abziehen des jeweiligen
Gruppenmittelwertes
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Bonferroni-Konfidenzintervalle

Gegeben sei das Modell (2.1) mit der Normalverteilungsannahme (2.5).
Dann sind fiir die Parameter 5;1, ..., Bi

BuLt 6y tiaju(n—p), I=1,... k (3.68)

simultane Konfidenzintervalle zum Sicherheitsniveau 1 — o

P(es gibt | : |81 — Bl > G5,t1—a/ox(n — p)) < (3.69)

Die Parameter (3; konnen durch Linearkombinationen ~;, = 2’8 mit den
entsprechenden geschatzten Standardabweichungen ersetzt werden.
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Konfidenzellipsoide

Sei das Modell (2.1) mit NV-Annahme (2.5) gegeben.
Dann ist

{B1(8=BY(XX)B-5) < p&*Falp,n—p)}  (370)

eine Konfidenzregion fiir 5.

Entsprechendes gilt fiir lineare Transformationen v = Ap:

/\_1

{v =AYV (7= 4) < dim~ - Fi_a(dim(y), n — p’))}

ist Konfidenzregion zum Sicherheitsniveau 1 — «.
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Konfidenzintervalle nach Scheffe

Sei Modell (2.1) mit NV-Annahme (2.5) gegeben.
Dann sind

Bi £ VP Fi_alp,n—p) G, (3.71)

fir die Parameter 3, und

S+ PR a(d 0 p) 65

fiir beliebige Linearkombinationen v = 4’3 simultane Konfidenzintervalle.
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Bemerkungen

@ Die Kls nach Scheffe sind bei einer Vielzahl von Parametern sinnvoll

@ Die Kls nach Scheffe sind z.B zur Bestimmung von simultanen
Konfidenzregionen fiir Y geeignet

@ Es gibt in Analogie zu den Kls einen entsprechenden multiplen Test

@ Allgemeine Strategie fiir Kl siehe Hothorn, Bretz und Westfall:
Simultaneous inference in general parametric models. Biometrical
Journal, 2008; R-package ,, multcomp”
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Das Gauss-Markov-Theorem

Sei das Modell
Y = XB+e rgX=p
E(¢) = 0
Vi) = o°l
gegeben.

Dann ist der KQ-Schitzer 8 unter den erwartungsteuen linearen

Schatzern derjenige mit der kleinsten Varianz: 5 ist BLUE-Schatzer (best
linear unbiased estimator).

Ist /3 ein weiterer Schitzer von 8 mit E(8) = 8 und 5 = CY, so gilt:

~ /\

V(5) > V(B)
V(B) > V(B) & V(B) = V(B) + M mit M positiv semidefinit.
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Konsistenz des KQ-Schatzers |

Sei das Modell (2.1) - (2.4) gegeben. Wir betrachten nun das Modell mit
steigendem Stichprobenumfang n. Da die EinflussgroBen fest sind, gehen
wir von einer gegebenen Folge x, der EinflussgroBen aus.

Sei zu jedem n > p’

X . Designmatrix, die aus den ersten n Beobachtungen besteht
BN . KQ- Schitzer aus den ersten n Beobachtungen

Vor.: X, hat vollen Rang fiir alle n > p

. / -1 _
lim (X;X,)~! = 0.
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Konsistenz des KQ-Schatzers ||

Dann folgt die schwache Konsistenz des KQ-Schéatzers (Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit):

B =y 3. (3.72)

Sind die StorgroBen zusatzlich identisch verteilt, so folgt die starke
Konsistenz (fast sichere Konvergenz)

B L2y g (3.73)
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Asymptotische Normalitat des KQ—-Schatzers

Sei das Modell (2.1) - (2.4) gegeben.

Sei zu jedem n > p’

X . Designmatrix, die aus den ersten n Beobachtungen besteht.
B KQ- Schitzer aus den ersten n Beobachtungen

Vor.: X,, hat vollen Rang fiir alle n > p

lim max x/(X/X,) " 'x; = 0.
n—o0 1<i<n

Dann folgt die asymptotische Normalitat von (3

O'_l(X,;Xn)l/z(B(n) _ 5) i} N(O, /). (3-74)
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