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Singularwert-Zerlegung und M ethode der kleinsten Quadrate
Leo Kniseal, Institut fir Statistik, Universitét Minchen

1.  Einfuhrung und Uberblick

Die Methode der kleinsten Quadrate ist in der Regressionsrechnung ein wichtiges Instrument zur
Bestimmung von optimalen linearen Schétzfunktionen. Die Singulérwert-Zerlegung einer beliebigen
Daten-Matrix X =(nx p) (n= Anzahl der Beobachtungen, p= Anzahl der Variablen) erlaubt es,
die Kleinste-Quadrat-Schétzungen zu finden ohne Differentiation, ohne das L ésung von Normal-
gleichungen und ohne V oraussetzugen Uber den Rang der Matrix X. Auch im Falle von Multikolline-
aritét liefert diese Methode die einfachen nattrlichen Lésungen. Uberdies ist die numerische Bestim-
mung der Singul&rwert-Zerlegung numerisch stabiler als die Bestimmung der Eigenwert-Zerlegung
(Spektral darstellung) der symmetrischen Matrix X' X oder as die Bestimmung der inversen Matrix
(XTX)’l. Die Ergebnisse, die in meinem Vortrag vorgestellt werden sollen, sind vor alem in der
numerischen Fachliteratur entwickelt worden (vgl. Golub, 1965; Hammarling, 1985; Stor, 1999), sie
haben aber in unseren Statistik-L ehrbiichern noch kaum ihren Niederschlag gefunden.
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2. Lineares Modell und Singularwert-Zerlegung in der deskriptiven Statistik

Wir betrachten das lineare Modell (bzw. den linearen Ansatz) der beschreibenden Statistik in Matrix-

Notation
(1) y=Xp+e,
wobei
X= (xij )= (nx p) = Datenmatrix (Design-Matrix),

(n= Anzahl der Beobachtungen, p= Anzahl der Variablen, n> p),

y = (nx1) = Beobachtungen der abhangigen Variablen,
B = (px1) = unbekannter Parametervektor .

Essel

p
(20 e=y—Xp, dh. g=Yy, _injﬂj .
j=1

Bestimmung von p mit KQ-Methode (Methode der kleinsten Quadrate):

n
(3) B sowahlen, dass Zqz =e'e= ||X[$—y||2 = min
i=1
L dsung des K Q-Problems mit Singul drwert-Zerlegung
Die Marix X kann geschrieben werden als

(P xp)

(4 X =UDVT (Singulérwert-Zerlegung), X —UDVT
wobei
U = (nxn) orthogonal, " y >
V =(px p) orthogonal, (nx p) (nx n) (nxp)
D =(nx p) =diag(dy,...,dp)
dg>dy>--->d; >0, djg=--=dp=0

dl,...,dp heifen singuldreWerte von X, r = rk(X) = Rang von X
Nun gilt
(5) y=Xp+e=UDV'p+e.
Wenn wir (5) von links mit U™ multiplizieren, erhalten wir
(6) Q:%T#Dﬂ+%§
-y =l 3 =




Das KQ-Problem lautet jetzt

n
B (=VTB) in(7) so wahlen, dass ZQZ =g'e=min.
GemaR (7) gilt e=y — DB, d.h.
& =% —
& =W _drﬂNr
&+1= Yr41— dr116r 41 = Yr41 (unabhéngig von 5, 1)

& =Yp—dpBp="Yp (unabhangig von ;)

€ =Yn-
KQ-Methode:
B, 3p sowahlen, dass

n
S &? =min
i=1
Offensichtlich gilt
Quadratsumme Y& nur abhangig von 3y,..., 5, ,
G, +1,...,Bp ohne Einfluss auf Quadratsumme.
Quadratsumme Y& (=>"e?) wird minimal falls
Bpye. By s0,dassg ==& =0
Br 41, beliebig (ohne Einfluss auf Quadratsumme!)
Somit ergibt sich die KQ-Ldsung

5 )Nli/di for i:L...,r
beliebig fur i=r+1,...,p.

Minimale Quadratsumme:
N 0 N2 N 2 N )
Qminzzq ZZQ = Z g = Z yi -
i=1 i=1 i=r+1 i=r+1
Zurlickspielen auf Originalgrofien:
Dap=V'p sogilt p=Vp,wobe 3;,535,...,3 eindeutigfestgelegt (identifizierbar)
und Brﬂ,...,ﬁp beliebig wahlbar (Minimum eindeutig, Minimalstelle nicht eindeutig).

Gesamtheit aller Losungsvektoren p: (p—r) -dimensionaler Raum.

Beachte:
e Keine Voraussetzungen, Rang r von X kann kleiner als p sein (Multikollinearitat);

e Keine Differentiation zur Bestimmung der Extremal stelle, keine Normalgleichungen;



Vorgehen dhnlich wie bei Minimumseigenschaft des arithmetischen Mittels:
X,..-, Xy beliebige reelle Zahlen;

a sowahlen, dass >_(X —a)2 =min;

Satz von Steiner: > (% — a)2 =% — Y)Z +n(X— a)2

@ 2

(1) unabhangig von a;
(2) minimal fir a=Xx

3. LinearesModell im regularen Fall
Wir setzen voraus, dass die Datenmatrix X = (nx p) vollen Rang hat, d.h. dass rk(X) = p. Dann gilt

D = (nx p)=diag(dy,--,dp) mit dy>dp>--->d,>0
Wir setzen

1 1] N
| D=(nxp) D" =(pxn)

D" = n) = dia
(pxn) g g "

Dann gilt
D'D=(pxp)=Ip

+ lp | O
DD :(nxn):[T’T)]

D" heifkt verallgemeinerte Inverse zu D
Wir betrachten das transfomierte Modell Modell (7)

y=Dp+é.

Esgiltjetzt e=y— DB, d.h.

é: yi—diBi for I:l,,p
Y; far i=p+1...,n.
KQ-Methode:

51,...,Bp so wahlen, dass

n

S &? =min

i=1
Quadratsumme Zéz (= Zqz) wird minimal falls

B, fp 0, dass § =--=&, =0,
d.h.
Bj =9/dj, i=L...p
In Matrix-Notation:
p=D"y
und da
B=V'p und y=UTy
so erhalten wir
VHHTB:D+ U'y

——

=B =y



d.h.
8 |p=VvD'U'y=X"y

wobel

X=UDV'™ = urspriingliche Datenmatrix (Design-Matrix),

X" =VD'UT = verallgemeinerte Inverse zu X (Moore-Penrose-Inverse).
Resultat:

Modell: y=Xp+e

KQ-Lésung: p=X"y.

Klassisches L 6sung:
Lineares Modell:
y=Xp+e
KQ-Methode:
B o, dass Zqz —e'e=min
Notwendige Bedingung fur Extremalstelle: Normal gleichungen
X"™Xp=X"Ty
Voraussetzung: rk(X) = p, d.h. XX reguldr
Dann gilt
@ [B=X"X)"xTy

Snd die beiden Lésungen identisch?
Singulérwert-Zerlegung von X :

X=UDV'
X"™X=vD"U" UDV' =VvDTUTUDVT =VvD'DV"
N — —— T
=XT =X =In

D'D=(px p)=diag(df,...,d3)=A, N =d?>0
XTX =VAVT (Spekiralzerlegung, Eigenwertdarstellung von X' X)
X™X)t=(vAav) t=vaAlvT
XTX) IXT=vAlvivDUT=vA IDTUT =VvD"UT =X*
=l _p*
Somit gilt
B=(X"X)"IXTy=X"y.
Fals rk(X) = p, soist die klassische L ésung aquivalent zur SV D-Ldsung.



4, Multikollinearitat im lineares M odell
Vorher: Reguldrer Fall, rk(X) = p, X"X = (px p) regular, (X"X)™ ! existiert .
Jetzt: rk(X)=r<p, (XTX)’1 existiert nicht, Multikollinearitat.
Lineares Modell:

y=Xp+e,wobel X=(nxp), y=(nx1) und p=(px2)
Gesucht:

B o, dass iqz :eTe:||X[3—y||2 =min

i=1

L6sung:
Singuldrwert-Zerlegung von X

X=UDV",
waobei

D= (nx p)=diag(dy,...,dp) mit d;>dp>--->d; >0, dy 3 =---=d
Transformation des Modell:

y=Xp+e=UDV'f+e

=U'y=DV'p+U"e  (Multiplikation mit U")

=y=Dp+& wobe y=U"y, e=U"e, p=V'p.
Esgilt

g'e=e'UUe=e'e
KQ-Problem

B (=V'P) sowahlen, dass &&= min.
Nun gilt 8=y — D, d.h.

5= g —difg  furi=1...r

Y; far i=r+1...,n.

Quadratsumme Y& nur abhangig von 3y,..., 3,

By 41,--8p ohne Einfluss auf Quadratsumme
&2 (=€) wird minimal falls

By, f; S0, dass g =---=& =0

Br 1111 ﬁp beliebig (ohne Einfluss auf Quadratsumme!)
d.h.

Bi="V1/dh, Bo=Yo/dp, . By = ¥ /0y

Br 41+ 0p beliebig
Dap=V'p sogilt p=Vp,wobe (,05,,...,0, eindeutigfestgelegt (identifizierbar) und
By 41, 0p beliebig wahlbar (Minimum eindeutig, Minimalstelle nicht eindeutig).

Gesamtheit aller Lésungsvektoren p: (p—r) -dimensionaler Raum.



Zur Interpretation:
Esgilt
X =UDV' & XV =UD
Nun ist
U= (nxn)=(Uq,...,up)
UD = (nx p) = (cdhuy,...,d,u,,0,...,0)
V =(px p)=(Vy,..., Vp)
XV = (nx p) = (Xvy,..., Xvp)
und da XV =UD, so gilt
XVp g =-=Xv, =0.
Esist
ij = Linearkombination der Spalten von X mit K oeffizientenvektor R
Die Information Xv; =0 kann wertvoll sein (unerwarteter Zusammenhang zwischen erklarenden

Variablen!). Eine Spalte von X und der zugehdrige Parameter sind eliminierbar!

Beispidl:

X =(nxp)=(Xg,-.-, Xp)

XB = fixa++ BpXp

Annahme: 1. und 2. Spalte von X identisch, d.h. X; =X»

dann gilt 5yxq + %o = (61 + F2)%

5y = By + 3 ist eindeutig festgelegt, identifizierbar,

By = By — 3, nicht identifizierbar, kann bei gegebenem 3, beliebige Werte annehmen, ohne dass sich
das Modell andert!

ZusatZliche Forderung an Parametervektor, damit L osung eindeutig wird:
By,...,0, identifizierbar;
Brﬂ,...,ﬁp beliebig wahlbar (nicht identifizierbar), ohne Einfluf3 auf Quadratsumme.
Wahle §; g ==, =0;
dann gilt Zip:lﬁiz = Zir:lﬁiz —min (Parametervektor mit minimaler Lange).
Dap=V'p sogilt p=Vp und somit

B'B=P"V VE=p"p

=l

d.h.

~ ~ p p 5 ro .

6r+1:"':ﬁp:0 PN Zi:]-BiZ: i:1l8i2:zi:1ﬁi2:m|n

Zusatzforderung an Parametervektor, um Eindeutigkeit zu erreichen.



Zusammenfassung: KQ-Methode mit Zusatzforderung:
B sowahlen, dass

1) e'e=min

2) p'p=min

Dann sind alle Parameter eindeutig festgelegt (identifizierbar).

Ldsung in Matrix-Notation
D= (nx p)=diag(d,,...,d,,0,...,0)
+ 1 1
D :(p><n):dlag(d—l,...,a,o,...,O)
D" ist die verallgemeinerte Inverse zu D. Dann gilt
p=D"y
undda p=VTp und y =U"y so erhalten wir

D=(nxp)

Dt = (pxn)
0
0 0

VIp=D"U"y dh. p=VD'UTy=X"y, undesgilt > 32 =332 =min

5. Stochastisches Modell

Essei
y=Xp+sg,

wobei
X=(nxp) gegebene Datenmatrix (Design-Matrix)
B=(px1)  unbekannter Parametervektor

y=(nx1)  Vektor von beobachtbaren Zufallsgrofien

e=(nx]) V ektor von nicht-beobachtbaren Zufallsgréfien (Fehlervariablen)

E(e)=0, E(ee") =02l
KQ-Methode:

B=p s0, dass e’e= e’ = min, wobei e=y— Xp
Singul&rwert-Zerlegung von X: X =UDV '
Esgilt

y=Xp+e=UDV'B+¢

= Hly — Dﬂ+glg (Multiplikation mit UT)

=y —B =£

= y=DB+&,

und weiter
E(€)=U"E(e)=0, E(E")=U"E(eg")U=02l,

D= (nxp)




Wir erhalten das einfache Modell (in neuer Notation, ohne Schlangen)

D=(nxp)
(10 y=Dp+e¢
E(e)=0, E(ee") =02l 0
Annahme: rk(X)=r <p.
. 0 0
Dann gilt

, wobei D, =(rxr)=diag(d,,...,d,),

D=(nx p):[%—r’%

p:[{j—; B = (G50, B8 = By e Bp),

y: DB—i—SI Drﬁl‘i's

Nur dier Komponenten von B, tretenim Modell auf, die p—r Komponenten von p, kdnnen belie-

big gewahlt werden (Pseudoparameter, nicht identifizierbar).
Sinnvolle Forderung: 3,1 == Bp=0 (Pseudoparameter gleich null setzen)

Frage:
Schétzfunktionen ﬁ?
Varianz-Kovarianz-Matrix der Schétzfunktionen?

KQ-Methode mit Zusatzforderung:
Br=wn/d,....0 =¥ /0,
5r+1:'“:5p =0.

In Matrix-Notation

D= (nx p) D*=(pxn)

, wobel D, =(rxr)=diag(d,...,d,)

D=(nx p):[%—r’%

D" =(pxr)=

-1
O " 10l wobei Dyt = (1 xr) = diag(-r.... ) 0o o
0 0 d1 dr 0 |0

B [ﬁ] B, — (r x 1) identifizierbar, B, nicht identifizierbar

B2

y (nxl):[ﬁ], y1=(rx1).

Y2
KQ-Methode:
B;=D;y;, B, =0, dh. p=D"y
Nun gilt

E(yY)=DB = E(y1)=D/p1, E(y2)=0

= E(B)=E(D"y)=D"E(y)=D"Dp = [%]

d.h. die Schétzung ﬁ = D"y ist erwartungstreu. Weiter gilt

var(y) = Dy tvar(y;) Dyt = 02Dy 2, var(By) = (0), cov(By,pz)=0

—o?
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d.h.

var(B) = D* var(y) (D*)" =o?D* (D*)" = 02

D; % |0|_
TH“"’X")'

Dadie Schétzung ﬁl die beste unter den lineare erwartungstreuen Schatzungen ist (BLUE, Gauss-
Markoff), und dawir g, = ﬁz =0 gesetzt haben, so besitzt auch ﬁ: D*y die BLUE-Eigenschaften.

Welter gilt fir e=y — Dﬁ

n n
fe=> "= W =y3Va E(y2)=0 va(ys)=E(yoy2) =0y,
i=1

i=r+1
= E@Ee)=(n—r)o?
n
I S > y? ist erwartungstreuer Schatzer fiir o2
n—r.
i=r+1
Zusammenfassung zum einfachen Modell:
Modell:
D, |0 : , N
D=(nxp)= o Tol wobel D, =(rxr)=diag(dy,...,d;), | D= (nx p) D*=(pxn)
_|B| T _ T 0 0
B=|g2|: BL = (P 00) B2 = BrszFp),
2 0 0
y=DP+e=D,p,+& E(e)=0, E(ee') =0l ,,. 0 |0
Pseudoparameter gleich null setzen: Bria=-=Bp=0
KQ-Methode:
B2 0
Esqgilt:
- R -2
EB) =B, va(B)=0oD" (D) =o? |2 8]

Zusammenfassung zum Originalmodell:

Originamodell:

(11) y=XB+e, E(e)=0, E(ec') =02,

Mit der Singul&rwert-Zerlegung X = UDV " erhalten wir aus (11) das einfache Modell

(12) y=DPp+& wobe y=UTy, §=UT¢, p=V'p, E@€) =0, E@EE")=02l,.
Identifizierbarkeit der Parameter:

Falls rk(X) =rk(D) < p, so sind die Parameter 3, ,,...,3, Pseudoparameter, die im einfachen
Modell (12) gar nicht auftreten; wir setzen diese Parameter gleich null. Wir verlangen aso, dass die
freien Modellparameter so festgelegt werden, dass " = min. Darausergibt 3, 1 =...= 3, =0.Da
B'B=P"P, solautet die entsprechende Forderung im Originalmodell: Parameter so festlegen, dass
B'p = min (Parametervektor mit minimaler Lange). Mit dieser Zusatzforderung werden alle Modell-
parameter eindeutig festgelegt auf p=V§ .



KQ-Methode: [3:[:3 so wahlen, dass
1) &'&=min, wobei é:y—X[:i
2) p'p=min, dh. G 3=...=3,=0

Dann sind die Schatzfunktionen eindeutig festgelegt (identifizierbar): ﬁ =Dy

Nun wollen wir die Ergebnisse beim einfachen Modell zuriickspielen auf das Originamodell.
KQ-Methode im Originalmodell: g = ﬁ so wahlen, dass
1) e'e=min, wobei e=y—Xp
2) B"B=min, d.h. Schatzvektor mit minimaler Lange
Dae'e=é&"e, p'p=p"p
so erhalten wir
B—VB=VD'y=VD*UTy = X*y.
Die Singulrwert-Zerlegung X = UDV " liefert also die natiirlichen Transfomationen:

y=UTy, danngilt var(y)=var(y)=c2l,;
g§=U"g, danngilt var(®) =var(e) =2l ,;
B=V'p,danngilt p'p=p"p (minimale Lange bewirkt Identifizierbarkeit)

B= V[:i ,danngilt: var(B)=V var([:i) VALY,

DFZ Oy
0o [0

6. Singulérwert-Zerlegung und verallgemeinerte Inverse
Definition der verallgemeinerten Inversen (vgl. Toutenburg, 2003, S. 504)
Essei A =(mxn) einebeliebige reelle Matrix. Eine Matrix A™ = (nx m) mit

HNAATA=A

2) A"TAAT = A"

) (AAT)T=AA" =(mxm) (Symmetrievon AA")

4)(A"A) = A'A=(nxn)  (Symmetrievon A"A)

heifdt verallgemeinerte I nverse (Moore-Penrose-Inverse, Pseudo-Inverse) von A.

Satz. Zujeder reellen Matrix A = (mxn) existiert genau eine verallgemeinerte Inverse A™ .
Beweis der Eindeutigkeit (vgl. Stor, 1999, S. 248):

Esseien U und V zwei Exemplare von verallgemeinerten Inversen A™ mit den Eigenschaften
1) bis4). Wir wollen zeigen, dass die beiden Matrizen identisch sein missen. Es gilt

U= UAU =U(AVA)U=U(AVA)V(AVA)U
—— —— N—— N——
wegen 2) =A =A =A
= (UA)" (VA)"V (AV)" (AU)"
D e —— a—— D e —— a———
=UA =VA =AV =AU
=(ATUTAT) VTV VT (ATUTAT)
N — N —
AT AT

=ATVTVVTAT=VAVAV =VAV =V
—_— —_— ——

=VA  =AV =A
Somit ist die die Moore-Penrose-Inverse eindeutig bestimmt.
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Zusammenhang mit Sngul&rtwert-Zerlegung:
Die Singul&rwert-Zerlegung von A hat die Form A =UDV ", wobei U,V orthogonal und

D:(mxn):diag(dl,...,dp) mit dy >dy, >--->d, >0, dr+1:“':dp =0.Essa
D*:(nxm):diag(i,...,i,o,....O),
dl dr
A"=VvD'U".

Dannist D* die verallgemeinerte Inversezu D und A" die verallgemeinerte Inverse zu A.
Beweis: Esgilt

DD+:(m><m):[IOL’—8] und D+D:(n><n):[|0r4’—8]

und daraus folgen sofort die Eigenschaften 1) bis4) fir D und D*. Weiter gilt
1) AA'A=UDV'VD'UTUDV' =UDD'DV™ = A

=A _pA* =A =D
2) A'AA"=vD'UTUDV'VD'UT=VvD'DD" U = A"
—_— —_——
:A+ =A :A+ =D+
3) AA"=UDV'VD'UT =UDD"U" ist offensichtlich symmetrisch
=A 7A+
4) A"A=VD'U"UDV'T =VD'DV" ist offensichtlich symmetrisch
At A
=A =

und somitist A" die verallgemeinerte Inverse zu A . Die Singularwert-Zerlegung liefert also eine
einfache und Ubersichtliche Darstellung der M oore-Penrose-Inversen!
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